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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Satunnaistekijoiden valiset riippuvuudet

* Yhden satunnaismuuttujan todennakaoisyysjakaumat
kuvaavat useimpia satunnaisilmi6ta vain rajoitetusti.

 Satunnaisiimidihin liittyy tavallisesti useita satunnaisia
tekijoita, joiden valiset riippuvuudet ovat mielenkiinnon
kohteina.

« Useiden satunnaisten tekijoiden valisten riippuvuuksien
mallintaminen vaatii tekijoihin liittyvien satunnais-
muuttujien yhteisjakauman tarkastelua.

© Milla Kibble (2013)



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Esimerkkeja riippuvuustarkasteluista

e Miten tyottomyysaste » Miten todennakadisyys sairastua
Suomessa (% ty0voimasta) keuhkosyopaan (p) riippuu
riippuu BKT:n kasvuvauhdista, tupakoinnin mééarasté ja
viennin volyymista ja BKT:n kestosta?
kasvuvauhdista muissa EU- e Miten vehnan sato (t/ha)
maissa ja USA:ssa? riippuu kesan keskilampo-

« Miten alkoholin kokonaiskulutus tilasta, sademaaréstd, maan
(I per capita vuodessa) riippuu muokkaustavoista,
alkoholijuomien hintatasosta, lannoituksesta ja tuholaisten
kéytettavissa olevista tuloista ja torjunnasta?
alkoholin saatavuudesta?

© Milla Kibble (2013)



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Kaksiulotteiset satunnaismuuttujat

o Olkoot X jaY satunnaismuuttujia, joiden otosavaruudet
ovatR ja S.

o Tallgin
X:R—>R
Y:S—>R

o Olkoon RxS otosavaruuksien R ja S karteesinen tulo:
RxS :{(r,s)|r S R,SES}

e Satunnaismuuttujien X ja 'Y jarjestetty pari (X, Y)
madrittelee kaksiulotteisen satunnaismuuttujan:

(X,Y):RxS > R*

© Milla Kibble (2013)



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset satunnaismuuttujat ja

niiden jakaumat

o Olkoot X jaY diskreetteja satunnaismuuttujia.

o Talloin jarjestetty pari (X, Y) maarittelee diskreetin
kaksiulotteisen satunnaismuuttujan.

o Diskreetti kaksiulotteinen satunnaismuuttuja (X, Y)
maarittelee diskreetin kaksiulotteisen todennakadisyys-
Jakauman, jota kutsutaan satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakaumaksi.

© Milla Kibble (2013)



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

Pistetodennakdisyysfunktio

* Reaaliarvoinen funktio
f,:R° >R
maadrittelee diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y

yhteisjakauman pistetodennakaoisyysfunktion, jos
seuraavat ehdot patevat:

1) f.(xy)=0kaikille x jay

(2) ZZ fxv (X’ Y) =1

(3) Pr(X=xjaY =y)= fxv (X,Y)

© Milla Kibble (2013)



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

Tapahtumien todennakdisyydet

e Olkoon
f,:R° >R
diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodennakoisyysfunktio.
e Olkoon
Ac R°

« Tallgin

Pr((X,Y)e A)= 2. > T,y (x,Y)

(X,y) €A

© Milla Kibble (2013)



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreettien kaksiulotteisten jakaumien

kertymafunktiot

e Olkoon (X, Y) diskreetti kaksiulotteinen satunnaismuuttuja.

o Olkoon {Xy, X5, X3, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

o Olkoon {yq, Y,, V3, -.. } satunnaismuuttujan Y tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

* Diskreetin kaksiulotteisen jakauman kertymafunktio on
Fo (X, Y)=Pr(X <xjaY <y)

:ZZ fXY(Xi’yi)

jossa fy satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodennakoisyysfunktio.

© Milla Kibble (2013) 9



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 1/9

» Heitetddn virheetdonta noppaa kaksi kertaa.
o Madritellaan satunnaismuuttujat X, Y ja Z:

X = tulos (silmaluku) 1. heitosta
Y = tulos (silmaluku) 2. heitosta
Z = X +Y =silmalukujen summa
* Voimme olettaa, etta 2. heiton tulos on riippumaton 1. heiton
tuloksesta (ja kdantéaen).

e Satunnaismuuttujien X, Y ja Z mahdolliset arvot:

X:{1,2,3,4,5,6}
Y: {1,2,3,4,5,6}
Z:{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}

Maaratadan satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakauma.

© Milla Kibble (2013) 10



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat

Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 2/9

* Muodostetaan ensin summamuuttujan Z = X + Y jakauma.

* Muodostetaan sita varten aputaulukko, joka esittad kaikkia mahdollisia

tapoja, joilla nopanheittojen silmélukujen summa Z = X + Y voi

syntya:
Silmalukujen summatz=x +vy

>| 6 7 8 9 10 11 12
E[5[6 | 7 8|9 |10]u1
=g 4 5 6 7 8 9 10
= 3 4 5 6 7 8 9
S| 2 3 4 5 6 7 8
E 1| 2| 3| 4|5 |6 |7
o 1 2 3 4 5 6

1. heiton silmaluku x

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 3/9

L=X+Y

todennakoisyysjakauma:

Aputaulukosta voidaan suoraan lukea 1. ja 2. nopanheiton silmé-
lukujen summan

Silméalukujen summat z = x + y ja niiden todenné&kdisyydet
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Esimerkki:

Summa 5 voi syntyd kahden nopanheiton tuloksena 4:11a eri

tavalla:

5=1+4=2+3=3+2=4+1
joten todennakdisyys saada summaksi 5 on 4/36.

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 4/9

Satunnaismuuttujien X ja Z = X + Y jarjestetty pari (X, Z) maarittelee
diskreetin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan, jonka arvoina on 66
lukuparia

(x,2);x=1,2,3,4,56;,2z=2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12

© Milla Kibble (2013) 13



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 5/9

» Koska noppa oletettiin virheettomaksi ja heittojen tulokset oletettiin
riippumattomiksi, 1. heiton tulos ja 1. ja 2. heiton tulosten
mahdollisten summien muodostamat 36 tulosvaihtoehtoa

(x,2);x=1,2,3,4,56;z=x+y;y=1,2,3,4,5,6
ovat yhta todennakoisia.

o Talloin satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman piste-
todennakaoisyysfunktio saa positiiviset arvot

. 1
fo (X, 2)=Pr(X=xJaZ=2)=_—

kun
x=1,2,3,4,5,6
Z=X+Yy
y=123,4,56

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 6/9

e Satunnaismuuttujien X ja Z = X + Y yhteisjakauman piste-
todennakaoisyysfunktio voidaan esittaa seuraavana taulukkona:

Silmalukujen summa z
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1. nopan silmaluku x
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 7/9

» Esimerkkeja edellisen kalvon taulukon muodostamisesta:

(i) Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 2. Talléin silmélukujen
summaksi ei voi tulla 10, joten

Pr(X=2jaZ=10)=0

(if) Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 2. Tall6in silmélukujen
summaksi voi tulla 3, 4, 5, 6, 7 tai 8, joten

Pr(X=2jazZ=2)=1/36; z=3,4,5,6,7,8

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 8/9

o Heitetdan virheetdnta noppaa
kaksi kertaa:

X =tulos 1. heitosta
Y =tulos 2. heitosta
Z=X+Y

« Kuva oikealla esittaa
satunnaismuuttujien X ja Z
yhteisjakauman pistetoden-
nakoisyysfunktiota.

o Kuvassa on 36 pylvasta, joista

jokaisen korkeus on 1/36.

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat

Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

esimerkki nopanheitosta 9/9

o Heitetdan virheetdnta noppaa
kaksi kertaa:

X =tulos 1. heitosta
Y =tulos 2. heitosta
Z =X+Y

o Kuva oikealla havainnollistaa
satunnaismuuttujien X ja Z
yhteisjakaumaa.

» Kuvassa on 36 pistetta, joista
jokaisen todennakdisyys on 1/36.

Heittotulosten summa

e e o o
O B N W
| | |

O P N W b O O N 00 ©
| | | | | | | | |

3 4
1. heitto
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset satunnaismuuttujat ja

niiden jakaumat

e Olkoot X jaY jatkuvia satunnaismuuttujia.

o Talloin jarjestetty pari (X, Y) méaarittelee jatkuvan
kaksiulotteisen satunnaismuuttujan.

« Kaksiulotteinen jatkuva satunnaismuuttuja (X, Y)
maadrittelee jatkuvan kaksiulotteisen todennakaisyys-
Jakauman, jota kutsutaan satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakaumaksi.

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat:

Tiheysfunktio

e Reaaliarvoinen jatkuva funktio
f,:R° >R
maadrittelee jatkuvien satunnaismuuttujien X ja'Y

yhteisjakauman tiheysfunktion, jos seuraavat ehdot
patevat:

1) f.(xYy)>0 kaikille x jay

@ ]| fo(xy)ydx=1

—00 —00 b

d
(3) Pr(angbjachgd):j f... (X, y)dydx

ac

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat:

Tapahtumien todennakdisyydet

e Olkoon
f,:R° >R
jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktio.
e Olkoon
Ac R°

« Tallgin

Pr((X,Y) e A) = j j .., (X, y)dydx

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Jatkuvien kaksiulotteisten jakaumien

kertymafunktiot

e Olkoon (X, Y) jatkuva kaksiulotteinen satunnaismuuttuja.
o Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman kertymafunktio on

F, (X,y)=Pr(X<xjaY <y)

= _X[ f f. (U,v)dvdu

jossa fy satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktio.

© Milla Kibble (2013) 22



Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat
Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman

tiheysfunktion ja kertymafunktion yhteys

e Olkoon (X, Y) jatkuva kaksiulotteinen satunnaismuuttuja.

e Olkoon Fy. (X, y) satunnaismuuttujien X ja Y yhteis-
jakauman kertymafunktio.

e Jos derivaatta
82 |:XY (X’ y) — 1:
OXoy

on olemassa ja on jatkuva, funktio fy,(x, y) on satunnais-
muuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio.

v (X, Y)

© Milla Kibble (2013)
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakaoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakdisyysjakaumat
>> Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot
Kovarianssi ja korrelaatio
Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

© Milla Kibble (2013)

24



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Diskreetin kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat

» Olkoon fy (X, y) diskreetin kaksiulotteisen jakauman
pistetodennakoisyysfunktio.

e Satunnaismuuttujan X reunajakauman
pistetodennakadisyysfunktio on

fx (X) =Pr(X =x) = Z fxv (X, Y)

o Satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumat yhtyvat
satunnaismuuttujien X ja Y todennakdisyysjakaumiin.

© Milla Kibble (2013) 25



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

esimerkki nopanheitosta 1/5

Heitetdan virheetonta noppaa kaksi kertaa.
Maaritelladan satunnaismuuttujat X, Y ja Z seuraavasti:

X = tulos (silmaluku) 1. heitosta
Y = tulos (silmaluku) 2. heitosta
Z = X +Y =silmalukujen summa
Satunnaismuuttujien X, Y ja Z mahdolliset arvot:
X:{1,2,3,4,5, 6}
Y: {1,2,3,4,5, 6}
Z:{2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11,12}
Madarataan satunnaismuuttujien X ja Z reunajakaumat.

© Milla Kibble (2013) 26



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

esimerkki nopanheitosta 2/5

e Satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakauman pistetodennakoisyysfunktio:
Pr(X:XjaZZZ):fxz(X, Z) 'x=1,2,...,6;2z=2,3,...,12

1. nopan silmaluku x

Silmalukujen summa z
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

esimerkki nopanheitosta 3/5

Satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien pistetodennakoisyys-
funktiot saadaan maaradmalla yhteisjakauman todennakoisyydet
antavassa taulukossa rivi- ja sarakesummat.

Esimerkkeja:
(i) Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennakdisyys,
kun X = 4:
12
f,(4)= Z fyz(4,2)
z=1

1 1 1 1 1 1

=0+0+ +O+O+O—é

36 36 36 36 36 36

(i)  Satunnaismuuttujan Z reunajakauman pistetodenndkaoisyys,
kun Z = 10:

f,(10) = foz(xlo) 04040424ty i3

36 36 36 36

© KE (2014)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

esimerkki nopanheitosta 4/5

e Satunnaismuuttujien X ja Z = X + Y yhteisjakauma ja reunajakaumat:

Silmalukujen summa z

1. nopan silmaluku x «

1 2 3 4 5 6 Yht

12 0 0 0 0 0 |[1/36 ] 1/36
11 0 0 0 0 |[1/36 | 1/36 | 2/36
10 0 0 0O |[1/36|1/36 | 1/36 | 3/36
9 0 0O |[1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 4/36

8 0O |1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 5/36

7 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36

6 |1/36 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | O | 5/36

S | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | O 0 | 4/36

4 11/36 11/36 | 1/36 | O 0 0 | 3/36

3 |1/36]|1/36| O 0 0 0 | 2/36

2 |1/36] O 0 0 0 0 | 1/36

Yht| 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1

“1,(10)

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

esimerkki nopanheitosta 5/5

1. heiton tuloksen jakauma

0.3

0.2

0.1 ¢

00 S e e e B e B B B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112

0.3

0.2

11”‘ ‘h]r

0.1

0.0

Heittotuloksien summan jakauma

1 2 3 45 6 7 8 9 101112

o Kuvat ylla esittavat satunnaismuuttujien X ja Z reunajakaumien

pistetodennakadisyysfunktioita:

X =tulos 1. heitosta
Y = tulos 2. heitosta

Z = X + Y = heittotulosten summa

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat

« Olkoon fy (X, y) Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman
tiheysfunktio.

e Satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio on

f (0= [ fu (X y)dy

o Satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumat yhtyvat
satunnaismuuttujien X ja Y todennakdisyysjakaumiin.

© Milla Kibble (2013) 31



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus 1/2

e Oletukset:

(i) Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodennakdisyys- tai tineysfunktio fy, (X, y).

(i) Olkoon satunnaismuuttujan X reunajakauman
pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio fy(x).
Olkoon satunnaismuuttujan Y reunajakauman
pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio f,(y).

o Madritelma:

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos ja
vain, jos

fyy(X, ¥) = T () fy(y)

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus 2/2

e Oletukset:

(i) Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
kertyméafunktio Fy. (X, y).

(i) Olkoon satunnaismuuttujan X reunajakauman
kertyméafunktio F,(x).

Olkoon satunnaismuuttujan Y reunajakauman
kertyméafunktio F(y).

o Maaritelma:
Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos ja
vain, jos

Fyv (X Y) = Fx(Fy(Y)

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

Yleistys 1/2
e Oletukset:
(i) Olkoon satunnaismuuttujien X; , 1=1,2, ..., p
yhteisjakauman pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio
f(Xy, X5, ... ,xp)
(i) Olkoot satunnaismuuttujien X, , 1=1,2, ... ,p

reunajakaumien pistetodennakdisyys- tai
tiheysfunktiot f(x;) ,1=1, 2, ..., p.
o Maaritelma:
Satunnaismuuttujat X; , i1 =1, 2, ..., p ovat
rilppumattomia, jos ja vain, jos

f(Xg, Xo0 +ev s Xp) = T(X)F(X0) -+ T(X,)

© Milla Kibble (2013) 34



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:
Yleistys 2/2

e Oletukset:

(i) Olkoon satunnaismuuttujien X; , 1=1,2, ..., p
yhteisjakauman kertymafunktio
F(Xp, X s X))
(i) Olkoot satunnaismuuttujien X, , 1=1,2, ... ,p

reunajakaumien kertyméafunktiot
F(x),i1=1,2,...,p.

e Maaritelma:

Satunnaismuuttujat X; , i1 =1, 2, ..., p ovat
rilppumattomia, jos ja vain, jos

F(Xp, %o, n 0 Xp) = F(X)F(Xp) -+ F(X))

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus ja

tapahtumien riippumattomuus

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y riippumattomia.
o Talloin
Prla< X <bjac<Y <d)=Pr(a< X <b)Pr(c<Y <d)

e Huomautus:
Vrt. riippumattomien tapahtumien tulosaanto:
Pr(AnB) = Pr(A)Pr(B)

© Milla Kibble (2013) 36



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riijppumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

esimerkki nopanheitosta

Heitetdan virheetonta noppaa kaksi kertaa:

X = tulos (silmaluku) 1. heitosta
Y = tulos (silmaluku) 2. heitosta
Z = X +Y =silmalukujen summa

Esimerkiksi:

Pr(X =1jaz =8)=0¢%%:Pr(x ~1)Pr(Z =8)

Siten satunnaismuuttujat X ja Z eivat ole riippumattomia.

Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakaumaa.

© Milla Kibble (2013)
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakaoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakdisyysjakaumat

Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
>> Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot

Kovarianssi ja korrelaatio

Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Diskreetin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan

funktion yleinen odotusarvo

e Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhteisjakauman
pistetodennakdisyysfunktio fy. (X, y).

e QOlkoon
g:R° >R
jatkuva funktio.
o Talloin satunnaismuuttujan g(X, Y) odotusarvo on vakio

E(g(X,Y) =D 9(x,y) fyy (X, ¥)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Jatkuvan kaksiulotteisen satunnaismuuttujan

funktion yleinen odotusarvo

e Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhteisjakauman
tiheysfunktio fy (X, y).

e QOlkoon
g:R° >R
jatkuva funktio.
o Talloin satunnaismuuttujan g(X, Y) odotusarvo on vakio

+00 + 00

E(G(X,Y) = [ | a(xy) fy (x, y)dydx

—00 —00
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Diskreetit jakaumat

Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauman pistetodennakaisyysfunktio fy. (X, y).

Voimme helposti laskea satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X) jos tiedamme f, (X, Y) :

E(X)=>> xfyy (X,)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Jatkuvat jakaumat

e Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja 'Y
yhteisjakauman tiheysfunktio fy, (X, y).

* Voimme helposti laskea satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X) jos tiedamme f, (X, Y) :

+00 +00

E(X) = j j Xt (X, y)dydx

—00 —00
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Odotusarvot ja todenndkodisyysmassan painopiste

» Olkoot satunnaismuuttujien X ja 'Y odotusarvot

E(X)=ux  E(Y) =gy
« TAalloin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan (X, Y)
odotusarvo on jarjestetty pari

(E(X),E(Y)) = (ux, aty)

e Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvojen muodostama
jarjestetty pari (s, ) Maaraa satunnaismuuttujien X ja 'Y
yhteisjakauman todennakdisyysmassan painopisteen.
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Rilppumattomuus ja tulon odotusarvo

» Olkoot satunnaismuuttujien X ja 'Y odotusarvot

E(X) =gy E(Y)=p
« Jos satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia, niin
tulon XY odotusarvo on odotusarvojen tulo:

E(XY) = E(X)E(Y)

= Hyx Hy
e Huomautus:
Kaanteinen ei pade: Siit4, ettd
E(XY) = E(X)E(Y)

el seuraa, ettd satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia.
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Riippumattomuus ja tulon odotusarvo:

Yleistys

e Olkoot satunnaismuuttujien X, 1=1, 2, ... , k odotusarvot
E(X.))=u ,1=12,...,k

 Jos satunnaismuuttujat X;, 1=1, 2, ..., kovat

riippumattomia, niin
E(X, X, - X)) =E(X)) E(X,)---E(X,)

= My e Hy
e Huomautus:
Kaanteinen ei pade: Siit4, ettd
E(X, X, X,) = E(X,) E(X,) - E(X,)
el seuraa, etta satunnaismuuttujat X;, 1=1, 2, ... , k ovat
riippumattomia.
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakaoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakdisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot
>> Kovarianssi ja korrelaatio
Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi

e Satunnaismuuttujien riippuvuus voi voimakkuudeltaan
vaihdella tdydellisesta riippumattomuudesta aina
taydelliseen funktionaaliseen riippuvuuteen.

© Milla Kibble (2013)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi

» Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot

E(X)=uy  E(Y)=p,
e Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio

Cov(X,Y) =0y,
= E[(X =26 )(Y — 4]

e Satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianssi Cov(X, Y)

kuvaa satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman toden-
nakoisyysmassan yhteisvaihtelua satunnaismuuttujien X ja Y
odotusarvojen E(X) ja E(Y) maaraaman pisteen

(E(X), E(Y)) ymparilla.
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Diskreetit jakaumat

* Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X ja 'Y
yhteisjakauman pistetodennakaisyysfunktio fy. (X, y).

« TAall6in satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio

Cov(X,Y) = 33 (= )Y = 14, ) Ty (X, )

jossa
Hy =E(X)
py =E(Y)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Jatkuvat jakaumat

e Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja 'Y
yhteisjakauman tiheysfunktio fy, (X, y).

« TAall6in satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on vakio

Cov(X,Y) = [ [ (x= )y = 4,) g (X, y)oIxy

jossa
Hy =E(X)
py =E(Y)

© Milla Kibble (2013)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Vaihtoehtoinen laskukaava

o Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssin kaava voidaan
Kirjoittaa seuraaviin yhtapitaviin muotoihin:

Cov(X,Y)=E[(X = 1, )(Y = 14,)]

=E(XY)— 1y 14
= E(XY)-E(X)E(Y)

e Huomautus:

Vrt. kovarianssin vaihtoehtoista laskukaavaa varianssin
vaihtoehtoisiin laskukaavoihin.
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi ja varianssit

e Satunnaismuuttujien kovarianssit itsensa kanssa yhtyvat
satunnaismuuttujien variansseihin:

Cov(X, X)=E[(X — 1, )(X — 12,)]
= Var(X)

_ 2
_O'X

Cov(Y,Y) = E[(Y — 1, )(Y — 1,)]
=Var(Y)

2
= Oy
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssiin liittyvia laskukaavoja

 Olkoot W =g+bXx Jossaa,b,c,deR.
Z=c+dY
Talloin
Cov(W,Z)=bd Cov(X,Y)=bhdo,,

e Summan ja erotuksen varianssi yleisessa tapauksessa

Var(X £Y)=Var(X)+Var(Y)£2Cov(X,Y)

2 2
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Kovarianssi ja korrelaatio
Riippumattomuus ja kovarianssi

e Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, niin
Cov(X,Y)=0

mutta kdanteinen el aina pade.

» Perustelu: Jos satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, niin
E(XY) = E(X)E(Y)
Siten
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
=E(X)E(Y)-E(X)E(Y)
=0
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin 1/2

» Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja Y on seuraavat
odotusarvot, varianssit ja kovarianssi:

E(X) = py Var(X) = D*(X) = o
E(Y) = s Var(Y) =D*(Y) =oy
Cov(X,Y) =E[(X =z, )Y — 15 )] = 0
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin 2/2

e Satunnaismuuttujien X ja 'Y (Pearsonin tulomomentti-)
korrelaatiokerroin on vakio

Cor(X,Y) = pyy
~ Cov(X,Y)
~JVar(X) Var(Y)
Oxv

OOy
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin

lineaarisen riippuvuuden mittana

o Satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin
Cor(X,Y)
mittaa satunnaismuuttujien X ja Y lineaarisen
riippuvuuden voimakkuutta:
(i) Mita suurempi on
[Cor(X, Y)|
sitd voimakkaampaa on satunnaismuuttujien X ja'Y
valinen lineaarinen riippuvuus.
(i) Mita pienempi on
ICor(X, Y)|
sitd heikompaa on satunnaismuuttujien X ja 'Y
valinen lineaarinen riippuvuus.
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuudet

e Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin
Cor(X, Y).

o Talloin
(1) —1<Cor(X,Y)<+1
(i)  Jos X jaY ovat riippumattomia, niin Cor(X,Y)=0
(i)  Cor(X,Y) =41, jos ja vain, jos
Y=a+pX
jossa « ja [ ovat reaalisia vakiota, § = 0 ja liséksi
sgn(Cor(X,Y)) =sgn(p)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

esimerkki nopanheitosta 1/2

e Heitetdan virheetdonta noppaa kaksi kertaa:

X = tulos (silmaluku) 1. heitosta
Y = tulos (silmaluku) 2. heitosta
Z = X +Y =silmalukujen summa

« Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakaumaa.

« Odotusarvot, varianssit ja standardipoikkeamat:

E(X) = 21/6 = 3.5 E(Z) = 252/36 = 7
D2(X) =35/12=2.917  D2(Z) = 210/36 = 5.833
D(X) = 1.708 D(Z) = 2.415
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

2. esimerkki nopanheitosta 2/2

e Satunnaismuuttujat X ja Z eivat ole riippumattomia.
» Lasketaan ensin kovarianssi:

E(XZ) = Zsz Pr(X =x,Z = )—98;7

x=1 z2=2

% 6 6 36
 Korrelaatiokertoimen arvo on:
Cov(X,Z) 1

px)pz) vz

Cor(X,Z) =

=2.917
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korreloimattomuus

e Jos
Cov(X,Y)=0
tal yhtapitavasti
Cor(X,Y)=0

niin sanomme, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloimattomia.

e Huomautus:

Satunnaismuuttujien korreloimattomuudesta ei valttamatta
seuraa niiden riippumattomuus. Korrelaatio mittaa
satunnaismuuttujien lineaarisen riippuvuuden voimakkuutta.
Siten korreloimattomien satunnaismuuttujien vélilla voi olla jopa
eksakti epalineaarinen riippuvuus.
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakaoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakdisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot
Kovarianssi ja korrelaatio
>> Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset jakaumat

« Kahden satunnaismuuttujan X ja Y yhteisjakauma
kuvailee muuttujien yhteista kayttaytymista.

« Kun halutaan kuvailla, miten tieto toisen muuttujan
saamasta arvosta vaikuttaa toiseen muuttujaan liittyviin
todennakoisyyksiin, tarkastellaan ehdollisia jakaumia.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset jakaumat

e Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhteisjakauman
pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio fy.(x, y).

» Olkoot satunnaismuuttujien X ja 'Y reunajakaumien

pistetodennakdisyys- tai tineysfunktiot f,(x) ja f.(y).

e Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma
satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla 'Y =y) on

Fry (X, Y)
f, (y)

fxv (X‘y): , jOS fY (y) >0
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset jakaumat

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja'Y riippumattomia.

o Tallgin
fv(X, Y) = (%) Ty(y)
ja satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan Y
suhteen yhtyy satunnaismuuttujan X reunajakaumaan:

fyy (X1Y) = fy (X)), josf, (y) >0

o Tall6in satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan
Y suhteen ei riipu entomuuttujan Y arvoista.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot:

Diskreetit jakaumat

« Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y diskreetteja.

o Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan X
ehdollisen jakauman odotusarvo:

E(X|Y =y)=> xf,, (x]y)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot:

Jatkuvat jakaumat

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y jatkuvia.

o Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan X
ehdollisen jakauman odotusarvo:

E(X]Y =y) = j Xf,, (x|y)dx
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset odotusarvot

 Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia,
ehdolliset odotusarvot yhtyvat niiden reunajakaumien
odotusarvoihin.

o Jossiis X ja'Y ovat riippumattomia, seuraava patee:
E(X|Y)=E(X)
E(Y |X)=E(Y)

o Talloin satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
satunnaismuuttujan Y suhteen ei riipu ehtomuuttujan
Y arvoista.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiofunktiot ja -kayrat

o Tarkastellaan satunnaismuuttujan X ehdollista odotusarvoa
E(X|Y =y)
ehtomuuttujan Y arvojen y funktiona.

e TAata funktiota kutsutaan satunnaismuuttujan X
regressiofunktioksi satunnaismuuttujan Y suhteen.

e Satunnaismuuttujan X regressiofunktio muuttujan Y
suhteen maéarittelee regressiokayran

x=9,(y)
=E(X|Y =)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 1/4

e Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodennakaisyys- tai tiheysfunktio fy, tunnetaan.

e Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan X (tai Y) arvon
satunnaismuuttujan Y (tai X) saaman arvon perusteella.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 2/4

e Tehtava 1:

(i) Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan X arvon
satunnaismuuttujan Y saaman arvon perusteella.

(i) Olkoon ennustettu arvo d(X | Y).
(i) Miten ennuste d(X | Y) valitaan optimaalisella tavalla?

e Tehtava 2:

(i) Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan Y arvon
satunnaismuuttujan X saaman arvon perusteella.

(i) Olkoon ennustettu arvo d(Y | X).
(it1) Miten ennuste d(Y | X) valitaan optimaalisella tavalla?
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 3/4

e Tehtavan 1 ratkaisu:
Valitaan d(X | Y) siten, ettd ennusteen keskinelidvirhe
E[X — d(X | Y)]2
minimoituu.

e Voidaan osoittaa, etta keskinelidvirhe minimoituu
valinnalla

d(X|Y)=E(X|Y)
 Siten ehdollinen odotusarvo E(X | Y) on keskineliovirheen

mielessa optimaalinen ennuste satunnaismuuttujan X
saamille arvoille.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 4/4

e Tehtavan 2 ratkaisu:
Valitaan d(Y | X) siten, ettd ennusteen keskineliovirhe
E[Y — d(Y | X)]2
minimoituu.

e Voidaan osoittaa, etta keskinelidvirhe minimoituu
valinnalla

d(Y | X) = E(Y | X)
 Siten ehdollinen odotusarvo E(Y | X) on keskinelidvirheen

mielessa optimaalinen ennuste satunnaismuuttujan Y
saamille arvoille.
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Todennakdisyyslaskenta
Osa 3: Todennakdisyysjakaumia

. Kaksiulotteinen normaalijakauma

© KE (2014)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma

« Kaksiulotteinen normaalijakauma on normaalijakauman
(ks. lukua satkuvia jakaumia) kaksiulotteinen yleistys.

e Huomautus:

Normaalijakauman yleistysta p-ulotteiseen avaruuteen (p > 1)
kutsutaan multinormaalijakaumaksi tai p-ulotteiseksi
normaalijakaumaksi.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio 1/2

e Satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat kaksiulotteista
normaalijakaumaa, jos niiden yhteisjakauman
tiheysfunktio on muotoa

1
foo (X, V)=
xv (X, Y) P eXp{ 20 XY)Q( y)}

jossa

Q(X, y):[X_ﬂxj _|_£y_:uY) _ZPXY(X_:UX j(y_ﬂYj
Oy o Oy o

e Merkinta;
(X, Y) ~ No(, py, ze’ GYZ’ Pxy)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio 2/2

« Kaksiulotteisen normaalijakauman
No(tixs £ty 0%, O, Py)

parametrien on toteutettava seuraavat ehdot:

—00 < fI, < +00 oy, >0
—00 < fh, < +00 o, >0
-1<pyy <+1

© Milla Kibble (2013)

77



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauman parametrit

e Olkoon

(X, Y) ~ No(uy iy, 0% O Pxy)
« Kaksiulotteisen normaalijakauman parametreina, jotka
taysin maaraavat jakauman, ovat satunnaismuuttujien X ja
Y odotusarvot ja varianssit seka niiden korrelaatio:

E(X) =y Var(X)=o?

V)=, Var(Y)=o?

Cor(X,Y) = pyy
 Lisaksi

Cov(X,Y) =0y = Py OxOy
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Tiheysfunktion ominaisuudet

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio
maadrittelee pinnan
z = fyy(X, Y)
kolmiulotteisessa avaruudessa.

* Pinnalla on maksimi satunnaismuuttujien X ja Y odotus-
arvojen s ja , maaraamassa jakauman todennakoisyys-
massan painopisteessa (ts, L)

e Pinnan muodon maardavat tasa-arvoellipsit

Q(X, y)zix_ﬂx] +[y_ﬂY] —2p,, (X_ﬂx](y_ﬂv
Oy Oy Oy Oy

= ¢ (vakio)

J
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 1/3

o Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion
muodostaman pinnan muodon méaaraavilla tasa-
arvoellipseilla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Ellipsien keskipisteena on jakauman todennakdisyys-

massan painopiste
(46, Liy)

(i) Ellipsien eksentrisyys on seké korrelaatiokertoimen
Oy etta standardipoikkeamien oy ja o, funktio.

(i11) Ellipsi on sita eksentrisempi mita voimakkaammin
satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloituneita eli
mitd suurempi on

%
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 2/3

ellipsien padakselit ovat koordinaattiakseleiden
suuntaiset.

ja lisaksi
Oy — Oy
niin ellipsit ovat ympyroita.
(vi) Jos

Oxy = Tl
niin ellipsit surkastuvat janoiksi.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 3/3

o Tasa-arvoellipsien padakselit ovat satunnaismuuttujien X
ja’Y kovarianssimatriisin
2
y _ Oy Oyxy
- 2
Oxy Oy
ominaisvektoreiden suuntaiset ja niiden pituudet
suhtautuvat toisiinsa kuten matriisin ¥ ominaisarvojen

nelidjuuret.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:

Jakauman maarittely

o Olkoon
(X,Y)~N,(4,3,2,1,0.7)
e Jakauman parametrit ovat

E(X)=pu, =4 Var(X)=oc4 =2
E(Y)=p, =3 Var(Y)=o: =1
Cor(X,Y)=p,, =0.7

e Siten

Cov(X,Y) = p,, 0,0, =0.7x~/2 x1=0.9899

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:

Tiheysfunktion kuvaaja

e Olkoon
(X,Y)~N,(4,3,2,1,0.7)
jolloin
=4 ax =2
Hy =3 :1
y = 0.7
« Kuva oikealla esittaa jakauman
tineysfunktiota

fxv(X, Y)

0.2

0.1

n'a'. . 0

s‘\i

0
..:.%‘o‘ m
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:

Tasa-arvoellipsit

e Olkoon
(X,Y)~N,y(4,3,2,1,0.7)
jolloin
u, =4 o, =2
Hy =3 (73 =1
Pxy =0.7

« Kuva oikealla esittda jakauman
tineysfunktion kuvaajan tasa-
arvoellipsejda, jotka vastaavat
(likimaarin) todennakoisyyksia
68 %, 95 % ja 99.7 %.
Esimerkiksi uloimman ellipsin
siséan jaa n. 99.7 % jakauman
todennakoisyysmassasta.

10

N,(4, 3, 2,1, 0.7)

(fixs 14y)

10

© KE (2014)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Reunajakaumat

« Voidaan osoittaa, ettd kaksiulotteisen normaalijakauman
reunajakaumat ovat normaalisia:

X ~ N(uy, 0y%)
Y ~ N(uy, o)
ja niiden tiheysfunktiot ovat

0= o ex"{‘i(x;”x] }

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Reunajakaumat
N(4, 2) N(3, 1)
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3 1
0.2 1 0.2 1
0.1 0.1
0 - ‘ ‘ ‘ 0 : ‘ ‘ ‘
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6
 Olkoon

(X,Y)~N,(4,3,2,1,0.7)

o Kuvat ylla esittavat satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumia:
X ~N(4, 2)
Y ~N(3, 1)

© Milla Kibble (2013)



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Reunajakaumat

e Huomautus:

Jos yhteisjakauman reunajakaumat ovat
normaalijakaumia, el yhteisjakauman tarvitse olla
kaksiulotteinen normaalijakauma.

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tapauksessa
satunnaismuuttujien X ja Y korreloimattomuus on
yhtapitavaa niiden riippumattomuuden kanssa.

e Huomautuksia:
—  Satunnaismuuttujien riippumattomuudesta seuraa aina niiden
korreloimattomuus.
—  Satunnaismuuttujien korreloimattomuudesta ei yleisesti seuraa
niiden riippumattomuus.

© Milla Kibble (2013) 89



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Ehdolliset jakaumat

« Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
ovat normaalisia:

(X ‘Y =y)~ N(/uxv ’O-)Z(Y)
jossa

O
Hyy = E(X ‘Y =Y) = Hy T Pxy G—x(y_:uY)

Y

oxy = Var(X[Y = y) = (1- p}, oy

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Ehdolliset odotusarvot

o Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo eli
regressiofunktio satunnaismuuttujan Y suhteen

E(X]Y = y) = sty + Py (Y — 1)

Oy

on lineaarinen satunnaismuuttujan Y arvojen y suhteen.

o Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo eli
regressiofunktio satunnaismuuttujan X suhteen

O
E(Y‘X =X) = Ly + Pxy G—Y(X_lux)

X

on lineaarinen satunnaismuuttujan X arvojen x suhteen.

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorat

« Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiokayrat ovat
suoria, joiden yhtéal6t voidaan kirjoittaa satunnais-
muuttujan X saamien arvojen x funktioina seuraaviin
muotoihin:

(i) x:nregressiosuora y:n suhteen:

1l o
y = u, + (X =y )

Pxy Ox
(i) y:nregressiosuora x:n suhteen:

O
Y = 4 +/0XY—Y(X_IUX)

O'x

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 1/4

* Regressiosuorilla on seuraavat ominaisuudet:

(i)  Molemmat regressiosuorat kulkevat jakauman
todennakdisyysmassan painopisteen (us, 14,) Kautta.

(i) Molempien regressiosuorien kulmakertoimilla ja
satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokertoimella

DOyxy 0N aina sama merkKki:
— Suorat ovat nousevia, Jos pyy > 0.
— Suorat ovat laskevia, jos pyy < 0.
(i) X:n regressiosuora y:n suhteen on aina jyrkempi kuin
y:n regressiosuora x:n suhteen, koska

Py <1

© Milla Kibble (2013) 93



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 2/4

(iv) X:n regressiosuora y:n suhteen on sita loivempi mita
voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita eli mitd suurempi on

%

(V) y:nregressiosuora X:n suhteen on sita jyrkempi mita
voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita eli mitd suurempi on

%
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 3/4

(vil) Molemmat regressiosuorat ovat sita jyrkempia mita
pienempi on satunnaismuuttujan X varianssi

2
Ox
(vi) Molemmat regressiosuorat ovat sita jyrkempia mita
suurempi on satunnaismuuttujan Y varianssi

2
Oy
(viil) Regressiosuorat yhtyvat tdasmalleen silloin, kun
p==1

© Milla Kibble (2013) 95



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 4/4

(ix) Jos p =0, niin regressiosuorat ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan ja x:n regressiosuora y:n suhteen on

X= Hy
ja y:n regressiosuora x:n suhteen on
Y= Hy
jolloin x:n saamat arvot eivat riipu y:n saamista

arvoista ja y:n saamat arvot eivat riipu x:n saamista
arvoista.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:

Regressiosuorat 1/2

o Olkoon
(X,Y)~N,(4,3,2,1,0.7)
e  X:Nregressiosuora muuttujan y suhteen on

1 o.
Y=ty +——x (X p1y)

Pxy Ox
1

=3+ —x—=(Xx—4)=-1.0406+1.0101x
x e x-9

e y:nregressiosuora muuttujan x suhteen on

O,
Y =M + Pxy G—Y(X_:ux)

X

~3+0. 7T(x 4) =1.0201+0.4950x

© Milla Kibble (2013)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:

Regressiosuorat 2/2

Olkoon
(X,Y)~N,(4,3,2,1,0.7)
Kuva oikealla esittdd jakauman
tineysfunktion kuvaajan tasa-
arvoellipseja, jotka vastaavat
(likimaarin) todennakoisyyksia
68 %, 95 % ja 99.7 %.
Kuvan suorista jyrkempi
y =-1.0406+1.0101x x

on X:n regressiosuora y:n suhteen
ja suorista loivempi

y =1.0201+ 0.4950 x x

on y:n regressiosuora x:n suhteen.

10

N,(4, 3, 2,1, 0.7)

10

© Milla Kibble (2013)
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